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Introduccion al dlgebra de vectores complejos y su aplicacion a las interacciones
fundamentales de la naturaleza

Introduction to the complex vector algebra and its application to the fundamental
interactions of nature

Enrique Alvarez’

I RESUMEN

En el presente trabajo haremos una breve introduccién al dlgebra de vectores complejos, como una
extension del dlgebra de vectores reales con las mismas propiedades matematicas. Todos los teoremas del
algebra y del analisis de los vectores reales son validos para los vectores complejos, teniendo en cuenta
que los escalares son numeros complejos en lugar de nimeros reales. Daremos algunos ejemplos y mostra-
remos su aplicacion en las interacciones fundamentales de la naturaleza.

Palabras clave: Vectores complejos, algebra de vectores complejos, cargas vectoriales electrostaticas,
cromodinamicas y gravitatorias.

I ABSTRACT

In the present work we will make a brief introduction to the algebra of complex vectors, as an exten-
sion of the algebra of real vectors with the same mathematical properties. All theorems of algebra and the
analysis of real vectors are valid for complex vectors, taking into account that scalars are complex numbers
instead of real numbers. We will give some examples and we will show its application in the fundamental
interactions of nature.

Keywords: Complex vectors, algebra of complex vectors, electrostatic, chromodynamic and gravi-
tational vectorial charges.

@050



Enrique Alvarez

INTRODUCCION

Los numeros reales definen un plano real com-
puesto por dos ejes reales cualesquiera en un es-
pacio n-dimensional. Los niimeros imaginarios
definen un plano imaginario conformado por
dos ejes imaginarios arbitrarios en un espacio
n-dimensional. A cada eje real le corresponde
un eje imaginario que define un plano complejo.
Del mismo modo ocurre con los vectores reales,
imaginarios y complejos, como veremos a conti-
nuacion.

NUMEROS COMPLEJOS

Es todo nimero de la forma a+bi, dondeay b
pertenecen al conjunto de los nimeros reales, es
decir, (a,b) E R, eieslaunidad imaginaria V(-1),
como se ilustra en la figura 1.que puede repre-
sentarse en un plano cartesiano complejo de la
siguiente manera:

z=a+ bi

Q fimmmm

Figura 1. Representacién cartesiana de un

numero complejo.

Eleje delas abscisas representa los nimeros reales
y el de las ordenadas los niimeros imaginarios.

ESPACIO EUCLIDEANO REAL,
IMAGINARIO Y COMPLEJO

Definimos un espacio euclideano real n -
dimensional como el conjunto de coordenadas
cartesianas reales x, = {x1, X3, X3, ... x,}. La figura
2 representa un espacio de tres dimensiones en
coordenadas x,y,z:
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X
Figura 2. Representacion cartesiana de las
coordenadas x,y,z.

Hagamos corresponder a cada coordenada real

X, una coordenada imaginaria iX, que define
un espacio euclidiano imaginario n-dimensional
como el conjunto de coordenadas cartesianas
imaginarias X, = {iX,1X5,0X3, .. (X}, en
el cual podemos asimismo representar un espacio
imaginario de tres dimensiones de coordenadas
Xi,yi,zi como se muestra en la figura 3:

zi

yi

xi

Figura 3. Representacién cartesiana de las
coordenadas imaginarias xi,yi,zi.

El conjunto de coordenadas reales con sus
respectivas coordenadas imaginarias determinan
un espacio euclideano complejo n-dimensional
de  coordenadas  cartesianas  complejas
(e ix,) = {(xq, 01, (X2, 1x2), (X3, 1x3), o (X, X))}

En el caso de tres dimensiones tendremos un
espacio euclideano complejo de coordenadas

(x,ix),(piy),(2.i2).
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Vectores imaginarios

Definimos los vectores imaginarios como
el producto de un vector real por un escalar
imaginario i como se ilustra en la figura 4:

Figura 4. Representacidon de un vector imaginario.

Las operaciones entre vectores imaginarios son
analogas a las de los vectores reales y gozan de las
mismas propiedades. Sean ai y bi dos vectores
imaginarios, que forman entre si un angulo 0.
La suma de ambos vectores se realiza del mismo
modo que los vectores reales, como se muestra
en la figura 5:

Figura 5. Representacion grafica de la suma de
dos vectores imaginarios.

Su producto escalar ai.bi esta dado por:
ai.bi = —abcos @

Su producto vectorial ai x bi esta dado por:
aixbi = —absenfu

siendo u un vector unitario ortogonal al plano
formado por los dos vectores a dextrorsum o a
derecha, como se ilustra en la figura 6:

—ab sen B u

Figura 6. Grafica del producto vectorial de dos
vectores imaginarios.

Al igual que los vectores reales, los
vectores imaginarios forman wun espacio
euclideano n-dimensional de coordenadas

X, iu = {x;iu, x,iu, x3iu, ... x,, iu}-

Si consideramos el espacio de tres dimensiones
tendremos  {xiu, yiu, ziu} = {ii, ji, ki} = {ii, ij, ik},
siendo i,j,k los vectores unitarios direccionales
correspondientes a los ejes coordenados x,y,z.
Un vector ai estara dado por la suma de sus

componentes ai = ayii + a,ij + azik, como se
ilustra en la figura 7:
ki
asl
P A
// // 1
P 1
i . i |
1 al 1 .
1 1 1
1 1 .
1 1 Ayl
1 1 7-
Al 1 4 .
ai 1,7 ji
___________ &

ii
Figura 7. Grafica de un vector imaginario y sus
componentes.

El conjunto de vectores imaginarios forma un
campo vectorial imaginario.
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VECTORES COMPLEJOS

Un vector complejo es aquél conformado por
un vector real y otro imaginario. En un espacio
euclideano n-dimensional estd dado por:

a, +b,i= {axl, Ay, Ay, ...ax"} + {bxli, b, i, by.i, ...bx"i}

El espacio euclideano n-dimensional de vectores
reales determina un campo vectorial real y el
espacio euclideano n-dimensional de vectores
imaginarios determina un campo vectorial
imaginario. Del mismo modo que el conjunto
de los ndimeros imaginarios no pertenece
al conjunto de los numeros reales, el campo
vectorial imaginario no pertenece al campo
vectorial real. La figura 8 representa la grafica de
un vector complejo:

a

Figura 8. Representacion grafica de un vector
complejo.

Sean dos vectores complejos a+bi y c+di, que

forman entre si un angulo 6, representados en
la figura 9:

c+di di

a c

Figura 9. Gréfica de dos vectores complejos.

La suma de ambos vectores esta dada por:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
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Lo que nos da un nuevo vector complejo cuyas
componentes estan conformadas por la suma
vectorial de los vectores reales y la suma vectorial
de los vectores imaginarios, como se ilustra en la
figura 10:

Figura 10. Gréfica de la suma de los componentes
reales e imaginarios de dos vectores complejos.

La suma de los vectores reales e imaginarios de
la figura 10 en un plano complejo se muestra en
la figura 11:

(a+c)+ (b+d)i (b + d)i

@

(a+c)

Se demuestra que el argumento del vector
complejo viene dado por:

\/a2+b2 +c2+d?+ 2(ac + bd) cos 8

PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES
COMPLEJOS

El producto escalar de dos vectores complejos
(a+bi) y (c+di) que forman entre si un angulo
0 viene dado por:

(a+ bi).(c+di)=a.c+a.di+b.ci—b.d
=a.c—b.d+ (a.d+ b.c)
= [ac — bd + (ad + bc)i] cos 6
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PRODUCTO VECTORIAL DE Que admite derivadas parciales en todos sus
VECTORES COMPLEJOS puntos, de manera que:

El producto vectorial de dos vectores complejos
viene dado por:

(a+bi)x(c+di)=axc+axdi+bxci—bxd
=axXxc—bxd+(axd+bxc)i

= [ac — bd + (ad + bc)ilsen O u

siendo u un vector unitario ortogonal al plano
formado por los dos vectores reales y al formado
por los dos vectores imaginarios, a dextrorsum o
a derecha.

FORMA POLAR

Definamos en coordenadas polares los vectores

i ip
complejos T1 €~ y T2 € ™ que forman entre

siun angulo 0. Su producto escalar esta definido
por:

rie® et =rr, e @b cosp
Y su producto vectorial por:
rie®xref =rr, e @Psengu

Si hacemos r; =12 = u, donde u es el vector
unitario, tendremos:

uel® ye b = gi@tP) o5 9
ue'@®xuef = eil@tBgen gu

DERIVACION DE FUNCIONES DE
VARIABLE COMPLEJA

Consideremos la funciéon de wuna variable
compleja n-dimensional:

@ + 1!” = Q)(xlaxbxaa xn) + Inbi(xlleJxSJ x‘l’l)

a(@ + i) ﬂJr%

0x, dox, 0dx,

Si esta nueva funciéon admite derivadas en todos
sus puntos, tendremos la derivada parcial de
segundo orden:

02(0 + i) 9?0  0*pi
0x,? T 0x,2  0x,2

y asi sucesivamente.

OPERACIONES DIFERENCIALES DE
CAMPOSESCALARESY VECTORIALES
COMPLEJOS EN R3

Gradiente

El gradiente de un campo escalar complejo esta
definido por:

N d d d .
V(@+1{JI)—(§+@+E)(®+1‘DI)

Por ejemplo, sea la funcién compleja:

3x%y3z + e*seny — 2ycos z + (3x3y? — yz)i

y3z+e¥seny —2ycosz+] _

0 3x*
V@ +yi) = E[ (Bx3y? — y2)i

6xy3z + eXseny + 9x?y? i

4 2.3 x 3.2 ;
=@[3x y>’z+e*seny — 2ycos z + (3x°y* — yz)i] =
9x2y?z + e*cosy — 2cosz + (6x3y — z)i

4 2.3 x 3.2 ;
= —|[3x°y°z + e*seny — 2ycos z + (3x°y* — yz)i] =

0z

3x%2y3 + 2senz—zi
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V(D + i) = [6xy3z + e*seny + 9x2y? i] i+
[9x%y%z + e*cosy — 2cosz + (6x3y — 2)i] j +
[3x2y3 + 2senz—zilk

Divergencia

9

ay

0

V(0 + i) = (ii+ j+ k).V((()+1/Ji) =
ox 0z

6y3z + e*seny + 18xy?%i +

18x%yz — e*seny + 6x3i +

2cosz—i

VZ(Q + i) = 6y3z + e*seny + 18x%yz — e*seny +
(18xy? + 6x3 — 1)i

Rotacional
i j k
UXV@ YD) =| = 2 2=
v = ox ay oz
2.,2
6xy3z + 9?: y'z+ 3x%y3 +
x e*cosy —
e*seny + 2senz —
9x2y? i 2cosz + i
y (6x3y — 2)i

9x2y? i+ 6xy3j+ (18xy%z+ e cosy + 18x%y i) k —
(18xy%z + e* cosy + 18x%y i) k — 6xy3 j —
(9x%y? —2senz—1i)i

VXV(@+yi)=2senz+i)i
TENSORES COMPLE]JOS

Un tensor complejo esta formado por un tensor
real mas un tensor imaginario, que es el producto
de un tensor real por el escalar imaginario i. Las
operaciones con tensores complejos son andlogas
a las de los tensores reales, teniendo en cuenta la
unidad imaginaria. Los vectores complejos son
tensores complejos de orden uno.
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APLICACIONES DE LOS VECTORES
COMPLEJOS EN LA FISICA

Los numeros complejos tienen multiples
aplicaciones en diferentes dreas de la fisica,
como mecanica cudntica, teoria de la relatividad,

aerodinamica, termodindmica, circuitos
eléctricos, sismologia, ingenierfa biomédica,
acustica, sistemas  energéticos, = procesos

quimicos, etc. Los vectores complejos constituyen
una nueva area de investigacion. Por ejemplo, el
producto vectorial de dos vectores imaginarios
nos da como resultado un vector real, lo cual
podria representar una propiedad fisica.

Las fuerzas fundamentales de la naturaleza se
pueden representar como el producto escalar de
vectores reales e imaginarios, como veremos a
continuacion.

CARGAS ELECTRICAS

Podemos representar, por ejemplo, las cargas
eléctricas por medio de dos vectores reales

unitarios, €' Uy ye ip U3, que forman entre si
un angulo 6=0° o 0=180°. Si en la ecuacion del
producto escalar a=p=0 o a=p=2n y 0=0° el
producto estara dado por:

e%u,.e®u, = e%cos0° =e?muy. e u, = et cos0° = +1
es decir, las cargas se repelen. Si 0=180° el
producto escalar estara dado por:

e%uy. e%u, = e% 2y, e?My, cos 180° = e*™ cos 180° = —1

y las cargas se atraeran, como se ilustra en la
figura 9. Este es el comportamiento de las cargas
electrostaticas y de las cargas de color con sus
respectivos anticolores:

uy
180°
180°

us

Figura 12. Representacion vectorial de dos
cargas electrostaticas opuestas.
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CARGAS CROMODINAMICAS
Mesones

Los mesones poseen dos quarks cuyas cargas
estan representadas por un color y su anticolor,
de manera que su suma da blanco. Podemos
representarlas también como dos vectores reales
que forman entre si un dngulo de 180°. Del
mismo modo que las cargas eléctricas opuestas,
su atraccién esta dada por el producto escalar de
los dos vectores.

Bariones

Segun la  cromodindmica cudntica, los
bariones poseen tres quarks cuyas cargas estan
representadas por los colores rojo, azul y verde
(o rojo, azul y amarillo), cuya suma debe dar
blanco. Los quarks cambian continuamente
de color. Este cambio se efecttia a través de los
gluones, que son particulas mensajeras que
transportan la informacion del color de un quark
al otro. A diferencia de los fotones, los gluones
poseen cargas de color, en combinaciones de dos
colores compuestos por un color y el anticolor de
cualquiera de los otros dos colores. Cuando un
quark envia un gluén mensajero, debe cambiar
de color para pagar el color que se lleva el gluén.
De manera que, un quark rojo puede emitir un
gluon rojo - antiazul y transformarse en azul.
Del mismo modo, un quark verde que absorbe
un gluén azul - antiverde pasa a ser azul. Y asi
en los demds casos. Representemos por medio
de vectores esta interaccion. Si designamos los
colores rojo, azul y verde por los vectores R, A
y V respectivamente, tendremos en el primer
caso R-(R-A)=A, y en el segundo V+(A-V)=A.
Los vectores dentro del paréntesis representan la
carga del color compuesto del gluon.

Podemos representar también las cargas de
color por medio de tres vectores reales unitarios

e'%uy, el’ﬂuz: eVug, que forman entre si
un angulo de 120° como se ilustra en la figura 13,
donde a=Pp=y=0 o a=B=y=2m:

120°
us

120°

u;
Figura 13. Representacion vectorial de las
cargas de los quarks de un baridén .

La suma de los tres vectores es nula, al igual que
la suma de los tres colores da blanco, asi como
la suma de dos vectores es igual al tercero con el
signo contrario. El producto escalar de un vector
con cualquiera de los otros dos estard dado por:

2im

e%uy.e%uy = e%cos 120° = e2™uy. e2™u, =e*™ cos120° =

Si a este valor le sumamos el producto escalar del
primer vector con el vector restante tendremos:

e, e u, + e?Muy. e?Muy = 2e"7 cos 120° =

igualdad que puede expresarse también como:

e?mu,. (e ™uy + e?Muz) = e cos 180° = —1

Pentaquakrs

Un pentaquark es una particula conformada por
cuatro quarks y un antiquark, cuya existencia
fue confirmada experimentalmente en el
CERN vy podria ser producido naturalmente
por supernovas como parte del proceso de
formacién de estrellas de neutrones. De
acuerdo a la cromodindmica cudntica, la
suma de los cinco colores debe dar blanco. Del
mismo modo podemos representar las cargas
de color por medio de cinco vectores reales
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unitarios, e'%u,, ePu,, eus, e®uy, ePug
que forman entre si un angulo de 7270, donde
a=P=y=0=¢=0=2m, que definen cuatro cargas de
color y una carga anticolor, como se ilustra en la
figura 14:

uq

Uy uz

Figura 14. Representaciéon vectorial de un
pentaquark.

El producto escalar de un vector con los cuatro
restantes, esta dado por:

5
Z Uy uy = 2@ (cos 72° + cos 144° + cos 216° + cos 288°) = —1
q=2
Es decir, las cargas de color de un pentaquark
seran siempre atractivas. Se demuestra que la
suma de los vectores es nula y la fuerza entre
quarks sera siempre atractiva entre particulas de

n - quarks si estas existen, como el hipotético
heptaquark.

REPRESENTACION CARTESIANA DE
LAS CARGAS VECTORIALES

Representemos ahora los vectores unitarios de
las tres cargas de los quarks de un hadrén en el
plano vectorial i,j, como se muestra en la figura
15:
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Iy
=

++/3/2

~1/2

—3/2

Figura 15. Grafica de las cargas de color de los
quarks en el plano vectorial i,

Si asignamos por convencién a una de las cargas
el valor de i, las otras dos seran:

1_+\/§_ 1. V3.
2t

Podemos girar los tres vectores sobre el origen
en cualquier direcciéon, manteniendo entre
ellos un angulo de 120°% la suma y el producto
escalar continuaran siendo los mismos. La carga
se distribuye por igual entre los tres vectores,
independiente de la posicion que adopten.
Son indistinguibles entre si, con las mismas
propiedades y una configuracion completamente
simétrica. Por convencién, adoptaremos la
posicién de la figura 15.

La proximidad de dos nucleones, protones o
neutrones, en un atomo, produce una ligera
asimetria en cada nucle6n, dando lugar a un
pequeno vector resultante en ambos nucleones
en sentido opuesto uno del otro, representados
en color rojo, que es la fuerza residual fuerte que
une a los nucleones, como se ilustra en la figura
16.
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Figura 16. Representacion grafica vectorial de la
fuerza residual fuerte entre dos nucleones.

Esta fuerza FF es inferior a la fuerza eléctrica

repulsiva de los protones Fp, pero la presencia
de los neutrones dispuestos de la manera que se
muestra en la figura 17, en la que los protones
estan representados por las esferas rojas y los
neutrones por las azules, neutraliza la fuerza
repulsiva de los protones manteniendo la union
de los nucleones:

Fp

F:\?2

Frp

Figura 17. Grafica de las fuerzas de enlace entre
dos protones y dos neutrones.

Como Fr < Fg | la presencia de dos neutrones
dispuestos como se ilustra en la figura 17, nos

dan una resultante FFV2 . Para mantener unidos
los nucleones, se debe cumplir que:

kF,  kF.J2
2 < 2
(rv2) T

= Fp < 2V2F;

donde k es una constante de proporcionalidad
y r la distancia entre los nucleones. Esto da
como resultado un empaquetamiento cubico de
los nucleones en el atomo, que es el que explica
la presencia de neutrones que hacen posible
la unién de los protones, como se muestra por
ejemplo en la figura 18 que representa el atomo de
berilio, el is6topo mas estable de cuatro protones
y cinco neutrones.

Figura 18. Grafica del compactamiento ctibico
entre los nucleones del 4tomo de berilio.

Ahorabien,sehacomprobadoexperimentalmente
que las cargas de color no ejercen ninguna accién
sobre las cargas eléctricas, lo que significa que
el producto escalar de sus respectivos vectores
debe ser nulo, es decir, deben formar un angulo
de 90° entre si, puesto que cos 90°=0. De modo
que podemos representar las cargas unitarias de
color y electrostatica en un espacio vectorial i,j,k,
donde k representa la carga electrostatica, como
se ilustra en la figura 19.
k

-1/2

V3/2 W32

i
Figura 19. Representacion vectorial de las cargas
unitarias de los quarks y electrostaticas.

De acuerdo a la teoria de los quarks, los protones
estan constituidos por dos quarks up(u) , con
cargas eléctricas de +2/3 cada uno, y un quark
down ((d), con carga eléctrica de -1/3 , y los
neutrones por un quark u y dos quarks d. En
consecuencia, las cargas de color y eléctrica de
los quarks u estaran dadas por:
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3 ,+2k 1,+\/§,+2k 1. \/§,+2k
S R 2t Ty 272 T3
y del quark d por:

1 1, V3, 1 1, V3, 1
d—(l—gk, —§l+7]—§k, —51—7] —gk)

Por tanto, la carga del protén
dada por:

p(uud) estard

2 1., V3, 2 LI
l+gk)+(—El+7]+§k)+(—§l—7]—§k)—+k

y la del neutrén n(udd) por:

.2 1, V3,1 1. V3., 1.,
l+§k)+(—zl+7]+§k)+(—El—7]—§k)—0
Los mesones se representan de modo similar. Por

ejemplo el pién positivo T N (HCT )esta dado por:
i+2K)-(i-2k)=+k

y el pién negativo T (@) por:
i—2k)—(i+2k)=—k

CARGAS GRAVITATORIAS

Cuando las cargas forman entre si un dngulo

0=0° , siendo X= f =T/2 | su producto
escalar esta dado por:

wu=e' B cos0°=e™cos0° = —1

y las cargas se atraen. Este es precisamente el
comportamiento de la fuerza gravitatoria entre
dos masas de materia, que es siempre atractiva.
Como e”(in/2)=i, el signo dela carga gravitatoria
de una masa es i, por tanto el signo de una masa
gravitatoria m es mi, a diferencia de la masa
inercial m. La intensidad del campo gravitatorio
de una masa Mi a una distancia r de su centro
viene dada por:
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GMi
72

r

donde r es un vector direccional que define
la naturaleza vectorial del campo gravitatorio.
La fuerza de atraccién gravitatoria F entre dos
masas M y m esta dada por:

G(Mi)(mi) GMm
F=———r=——7—7
r r

Una masa de antimateria es la misma masa
con signo negativo. En consecuencia la fuerza
gravitatoria entre dos masas de antimateria -M
y -m viene dada por:

F

G(—Mi)(—mi) GMm

= B — r=- > r
r r

Es decir, dos masas de antimateria se atraen
gravitatoriamente, al igual que dos masas de
materia. Si las cargas gravitatorias forman entre
ellas un angulo 6=180° , su producto escalar
estara dado por:

wu=e!@thF cps180°= —e ™ = +1

y las cargas se repelen. La fuerza gravitatoria
entre una masa de materia y otra de antimateria
viene dada por:

_GEMDm) _ GMD)(—mi) | GMm

12 r2 12

F

Es decir, la fuerza gravitatoria entre una masa de
materia y otra de antimateria es repulsiva.

REPRESENTACION
TETRADIMENSIONAL DE LAS
CARGAS

Se comprueba experimentalmente que la fuerza
gravitatoria no interacttia con las demas fuerzas,
de manera que podemos representar la carga
gravitatoria unitaria por medio de un vector
imaginario li, perpendicular a las cargas unitarias
reales i,j,k, en un campo vectorial complejo de



Introduccion al algebra de vectores complejos y su aplicacion a las interacciones fundamentales de la

naturaleza

cuatro dimensiones, como se ilustra en la figura
20.
li

L
Figura 20. Representacion de un campo vectorial
complejo en cuatro dimensiones de las cargas
cromodindmica, electrostdtica y gravitatoria de
una particula.

Resulta interesante comprobar que las cargas
unitarias de las fuerzas fundamentales de la
naturaleza pueden representarse en un campo
vectorial complejo de cuatro dimensiones, en
el que la gravedad, la Unica fuerza que no ha
sido unificada hasta el dia de hoy, es una carga
imaginaria.

CONCLUSIONES

Los vectores complejos como entes matematicos
ofrecen un interesante campo de investigacion
que puede ser ampliado y profundizado. Hemos
mostrado que puede ser aplicado en la fisica
para la descripcidn vectorial de las interacciones
fundamentales de la naturaleza. La diferencia
entre la masa inercial como magnitud real y la
gravitatoria como magnitud imaginaria adquiere
un importante significado fisico. De acuerdo
al modelo estandar de la fisica de particulas,
las hipotéticas particulas mensajeras de la
gravedad, aun no detectadas experimentalmente,
son los gravitones, que son bosones de espin
2, los cuales transportarian ademds una carga
gravitatoria imaginaria. De especial interés para
la investigacién, es la interpretacion fisica del
producto vectorial de dos vectores imaginarios
que da como resultado un vector real.
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